ECE1 Devoir maison n°4 2017-2018

Correction du devoir Maison n°4

Exercice 1
Pour son vélo, Paul possede un antivol a code. Le code est une succession de trois chiffres compris entre
0 et 9. Il y a donc ordre et remise, on utilise donc les p-listes.

1. 10 x 10 x 10 = 10® (10 choix a chaque tirage)
2. 1 x 10 x 10 = 10% (10 choix & chaque tirage)
3. 10 x 10 x 5 =5 x 10?

4. 5 x5 x5 =5 (5 choix & chaque tirage)

5. 5 x5 x5 =5 (5 choix & chaque tirage)

6. On pose A = {codes ayant au moins un chiffre pair}.
A = {codes n’ayant aucun chiffre pair} et E = {codes}.
Card(A) = Card(E) — Card(A) = 103 — 53

7. A = {codes dont le premier chiffre est I'unique chiffre pair} donc Card(A) =5 x 5 x 5 = 5.

Il reste maintenant a choisir la place de ce chiffre pair, soit 3 possibilités d’ott 3 x 53.

Exercice 2
1. (a) Dy =R3.
(b) La dérivée de g vaut: ¢'(z) =1 — <. Déterminons son signe:
J(@)>0<=1-12>0<=1>1<«= z>1 Onnotera que le signe de I'inégalité n’a pas
changé car on restreint notre étude a x € R7. On a donc le tableau de variation suivant:

x |0 1 +o
g1l -1+
gl

(c) Par lecture du tableau de variations, la fonction g admet un minimum en 1 qui vaut g(1) = 0.
Par conséquent, Vo > 0,g(x) > 0, donc Vo > 0,In(z) <z — 1.

2. (a) La fonction z — %}f) est définie sur R* \ {1}. La fonction f étant définie séparément en 1,
D; =R
' (z) =In(z)+ £ =In(x) + 1

(b) Calculons f’. Posons u(z) = wln(z) , on a alors
v(ir)=x—1 V(r)=1

et donc

(In(z) +1)(z —1) —xln(z) z—1—In(v) g(x)

/ _ — s
o= @1 R T
On a montré en question 1(c) que Vo > 0, g(z) > 0, d’ou le tableau de variation suivant:
x |0 +o0
S+
s
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Exercice 3

1.

()

(a)

e Par croissances comparées lim xIn(z) = 0. Par conséquent lim f(x) = 0.
z—07t z—07t

e lim zln(zr) =0et lim x —1 =0 on a donc une forme indéterminée 8. Posons X =z — 1,
z—1— z—1—

lorsque + — 17, X — 0~. Donc

lim zln(z) _ lim (X+1)In(X41) lim (X + 1) x In(X+1)

ool a1 X530~ X X1—>0*< ) X

Or on sait que lim w =1, donc lim &ff) =1.
X—=0 z—1— %

e Le calcul précédent est valable pour x — 17. On fait le méme changement de variable, on a

alors X — 0" et lim &(f) =1.
z—1+ T

e Puisque lim f(z) = 1im+ f(x) = f(1) =1, f admet une limite en 1 qui vaut 1.
T—1~ z—1

e En +00 on a une forme indéterminée % On met en facteur le terme dominant.

. zln(z) 1. zln(z) 1. In(z)
a:gl:ll—loo z—1 x1—1>1—&l-loo I(l—%) B x1—1>1—&l-100 1_i =T
car lim In(z) =4oco0 lim 1—-1=1.

T—+00 T—+00

1 1 1
P({PB;}) = P({P}) X Ppy(B1) = 5X3=
12 1 | )
P{PA}) = B X 373 P{FA}) = 5 x 1= 3 et PH{FB})=0.
(F,P) forme un systeme complet d’événement donc : P(A;) = P({FA;}) + P({PA:}) = g ot
1

P(B) = PUFB}) + PUPBI}) = ¢

P4, (Any1) @ 11 s’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne Uy a
I'instant ¢t = n + 1 sachant qu’elle est dans I'urne U; a I'instant ¢ = n.

instant t = n instant t =n +1

1B 1B

2 N 2N 2N 2N
<_>

U, U, U, U,

Par conséquent, si la boule blanche est dans I'urne U; a l'instant n, pour qu’elle soit dans 'urne
Up a linstant t = n 4+ 1, il est nécessaire et suffisant que la piece fournisse Pile (donc on pioche
dans U;) et que I'on pioche une boule noire dans 'urne U; (qui contient 1 blanche et 2 noires)ou
que la piece fournisse Face (donc on pioche dans 'urne Us) et que 'on pioche une boule noire
dans 'urne Us (qui contient donc 2 noires),

c’est-a-dire que I'on a la réalisation de I'événement {PB;} U {PB,} donc

Pa,(Aps1) = PH{PBi} U{PBs}) = p({PBi}) + p({PB2}) = p(P)pp(B1) + p(P)pp(Bi)
1 2 1 2 5

2 3 2 2 6
Pg, (A,41) @ 1l s’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne Uy a
I'instant ¢t = n + 1 sachant qu’elle est dans I'urne Uy a I'instant ¢ = n.

instant t = n
1B

2N 2N

U, U,

instant t =n+1

1B
2N 2N
Ui Us
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Par conséquent, si la boule blanche est dans I'urne U, a I'instant n, pour qu’elle soit dans I'urne
U; alinstant ¢ = n+ 1, il est nécessaire et suffisant que la piece fournisse Face (donc on pioche
dans Us) et que I'on pioche la boule blanche dans 1'urne U, (qui contient 1 blanche et 2 noires),
c’est-a-dire que I'on a la réalisation de I’événement {PB,} donc

P4, (Bny1) @ 1l ’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne Us a
I'instant t = n + 1 sachant qu’elle est dans I'urne U; a l'instant ¢ = n.

mstant t = n instant t =n+1

1B 1B

2N 2N £ 2N 2N
c_>

U1 U2 U1 U2

Par conséquent, si la boule blanche est dans I'urne U; a I'instant n, pour qu’elle soit dans 1'urne
U, a Uinstant t = n + 1, il est nécessaire et suffisant que la piece fournisse Pile (donc on pioche
dans U;) et que l'on pioche la boule blanche dans I'urne U; (qui contient 1 blanche et 2 noires),
c’est-a-dire que 'on a la réalisation de 1'évenement {PB;} donc

1
Pp,(Buy1) = PAPB}) = ¢
Pg, (Bn+1) : 1l s’agit de la probabilité conditionnelle que la boule blanche soit dans I'urne Us a

I'instant ¢t = n + 1 sachant qu’elle est dans I'urne U, a l'instant £ = n.

mstant t = n mmstant t =n +1
1B 1B
2N 2N £ 2N 2N
C%
Uh Us Uy Us

Par conséquent, si la boule blanche est dans I'urne U, a I'instant n, pour qu’elle soit dans 'urne
Us a linstant t = n + 1, il est nécessaire et suffisant
que la piece fournisse Pile (donc on pioche dans Uj) et que 1'on pioche une boule noire dans
I'urne U (qui contient 2 noires)
ou
que la piece fournisse Face (donc on pioche dans 'urne Us) et que 'on pioche une boule noire
dans 'urne Us (qui contient donc 1 blanche et 2 noires),
c’est-a-dire que I'on a la réalisation de I'événement {PB;} U {PB,} donc

Pp,(Bni1) = P{PBi1}U{PBy}) =p({PBi}) +p{PBa}) = p(P)pp(B1) + p(P)pp(Bi)

1 2 1 2 5

T 2%373%37%

La position de la boule blanche dépend de la position de la boule blanche a I'instant précédent

et du résultat du lancer de piece. Etant donné que la position de la piece a l'instant précédent
est antérieure au résultat de la piece, on choisit comme systeme complet d’évenements (A,,, B,,)
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et non (P, P).

En outre, le sujet mentionne que le calcul des quatres probabilités conditionnelles Py, (A,41),
Pg,(Ant1), Pa,(Bni1) et P, (Byy1) donc le sujet suggere que le systeme complet a considérer
est (A, By).

La formule des probabilités totales nous donne

(1)1 p(An+1) = P(An N Apy1) +p(Bn N Ant1) = p(An)pa, (Ant1) + p(Br)ps, (Ant1) = §p(An) + 1p(Bn)

6 6
(2) : p<Bn+1) = P(An N Bn—H) +p(Bn N Bn-‘rl) = p(An>pAn(Bn+1> +p(Bn)an(Bn+1> = ép(An) + gp(Bn)

(d) Puisque le systeme (A, B,,) est complet, on a P(A,) + P(B,) = 1.
La formule (1) combinée au fait que p(B,) = 1 — p(A,,) nous donne

D 1 2 1

P(Ant1) = 2p(An) + 2 (1= p(An)) = 2p(An) + ¢

De méme la formule (2) combinée au fait que p(4,) = 1 — p(B,,) nous donne

) 2 1

P(Buct) = H(L—p(B) + p(B.) = 2p(B) + &

(e) Les suites (p(An))nso0 et (p(By))ns0 sont arithmético-géométriques. Pour 'explicitation de
p(A,), on recherche la constante L vérifiant

2 1 1 1 1

L=-L+--L==-L=—

3 Jr6 3 6 2

1

on introduit alors la suite v définie par Vn > 1, w, = p(4,) — 3 On a

1 2 1 1 2 1 2 1 2
n = An - 3= 5 An - T 3= 3 An__:_ An__ — S Un
tntr = P(Ant1) = 5 = 3p(An) + & — 5 = 3p(An) — 5 = 5(0(An) — 5) = Ju

. , ) 2
Par conséquent, la suite u est géométrique de raison 3 donc

V>0, wu,= (§>nu0 @p(An)—% = <§)n [P(Ao) - ;] & p(A,) = ;+<§)n [1 — ;] & p(Ay) = %j% <§)n

(puisque p(Ap) est la probabilité que la boule blanche soit dans I'urne U; a l'issue de zéro
répétition de &, c’est-a-dire que la boule blanche soit dans 'urne U; au départ)
Les calculs pour la suite (p(B,,))n>0 étant absolument identique, on a

W0 B =g+ G [ - 5| = 5+ G o5 =5 - 56

(puisque p(By) est la probabilité que la boule blanche soit dans I'urne Us a l'issue de zéro
répétition de &, c’est-a-dire que la boule blanche soit dans I'urne Us au départ)

Exercice 4

3 1

1. (a) Sile joueur gagne la n-eme partie il mise sur 3 numéros donc Py, (A,41) = =1
2 1
Sinon, il mise sur 2 numéros donc Pi—(A,41) = =6

1 1
Vi €N, Pa(Aui) =7 et Prldu) =
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{A,,A,} est un systéme complet d’événements fini donc, d’aprés la formule des probabilités

totales,
- 11 11 1
pust = PUbvin) = P4 Pa, (o) + PO Prs(nsn) = ot 50 =) = (1= 5 ) ot 5
. 1 1
Vn € N y Pn+1 —Epn"i_g
(b) Tout d’abord,
N A I O DU 1
TR 2776 T

On a alors, pour tout n € N*,
2 _1 .1 12 1)1 2
Prov =y =P T T\ 211 ") T2 \Pr T 11 )

2 A . 1
Dn — — est géométrique de raison —.
11/, o 12

11 12

. 2 1\ 2
VnEN,pn—ﬁ:(ﬁ> (]h—ﬁ)-

1
De plus, p1 = P(A;) = D d’ou:

I\"t/1 2 2 2 13 /1\"!
VeN p, = — e T T S '
€N P (12) (12 11) T 1 (12)

2 13 /1\"!
nEN, pp=——— (=) .
e P T T 13 <12)

(c) (pn — —) étant géométrique de raison —, on a:
eN*

1
Pui —| <1
uisque 12’ s

m p, = —.
oo P T 11

n—1
P <ﬂ E) > 0 donc, d’apres la formule des probabilités totales,
i=1

P(B,) = P(A)P(As) ... Fyp-2 7 (An—1) Pryp-1 5 An)
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De plus, la facon de jouer ne dépend que du résultat précédent donc

P(B,) = P(A))Pi(A;) ... Px— (A1) Pr—(Ay)
o ([ e i (172):
k=1 k=1
11 /5\"?
)1 ()

(b) By = Ay ﬂ (ﬂ Ai) De plus, P ( ﬂ (ﬂ A; >> > 0 donc, d’apres la formule des proba-
=2

bilités totales et en reprenant 1’'idée du raisonnement précédent, on a:

P(B1) = P(A1)Pa, (A2) P, 15 (A3) - Pa, e o) (An)

| ot

A
— P Pa () PR . P () = 155

k—1 n
(c) Soit k € [2,n—1]. On a By, = (ﬂE) ﬂAkﬂ ( ﬂ E)
k-1 - -
Ona P ((m E) ﬂ Ayg ﬂ ( ﬂ A; )) > (0 donc, d’apres la formule des probabilités totales
i=1

i=k+1
et en reprenant les raisonnements précédents, on a:

P(By (HP Hl) 1o (Ax) Pa, (Ar) (H Ps m>

i=k+1
EEYEARSE A
- 12\6 64 \6

e, rio -2 (2)

(d) C, = U B;. et les By, sont deux & deux incompatibles donc
k=1
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